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Forelasning 8 - innehall

Fortsattning enkel linjar regression, teori

Tolkning av regressionsresultat
— Regressionskoefficienter
- R2
— Residualer

Prediktion

Inferens och ytterligare tolkning av regressionsresultat
— t-varde och p-varde

— Konfidensintervall



Enkel linjar regression - populationen

Vi vill férstd hur ett samband ser ut i populationen
Ex: Samband mellan lagenhetsstorlek (X) och hyresniva (Y) i Uppsala
Population - alla ldgenheter i Uppsala

Sambandet i populationen modelleras som
Y=0+/hX+e

"Hyran ar lika med en konstant (5 - "beta0") plus en lutnings-
koefficient (y - "betal”) ganger ytan plus en felterm (& - epsilon).”

Rata linjens ekvation, plus en felterm som antas vara noll i medel

Grekiska bokstaver anvands typiskt for populationssamband

Problem: Vi har typiskt inte data pa hela populationen och komm my
inte att kunna fa reda pa populationssambandet
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Enkel linjar regression - vart urval/stickprov

Ex: Urval - lagenheter i Uppsala (forhoppningsvis valda slumpvis)

Vi skattar foérhallandet i populationen genom att, for vart urval, ta
fram by och by i foljande relation, med minsta kvadratmetoden,

Y:b0+b1X+e

Minsta kvadratmetoden - minimera e? (F7, s. 15-16)

by ar en skattning av gy
by ar en skattning av 1

e ar felet i var skattning (residualen)

y = by + by x ar skattningen av y for ett visst x-varde (y-hatt)



Regressionsresultat fran vart exempel i F7

call:
Im(formula = hyra ~ yta, data = Uppsaladata)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max »
-693.28 -450.36 -70.95 364.44 1092.24 t-viirde
Rggressmnskoefﬁmenter p-viirde

Coefficients

(Intercept)| 720.923 370.244 1.947 0.0665
yta 60.533 5.713 ] 10.595 J2.06e-09 |==+

Signif. codes: 0 ‘**¥%’ 0,001 ‘**' 0.01 ‘*' 0.05 ‘.’ 0.1 * "1

Residual, : .5 on 19 degrees of freedom
Multiple|R-squared: 0.8553 Adjusted R-squared: 0.8476

F-statistic: 11Z.5 on 1 and 19 DF, p-value: 2.057e-09

Estimate |Std. Error |t va1ue|Pr(>|t|)

R2 & “*’»O‘



Skattad regressionslinje

Hyra och storlek fér 21 lagenheter i Uppsala, samt regressionslinje
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Intercept och lutningskoefficient

Hyra och storlek fér 21 lagenheter i Uppsala, samt regressionslinje
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Forstora upp x-axeln - tolkning

b, - intercept - en lagenhet pa 0 kvm skattas ha en hyra b,

b - lutningskoefficient - en enhets dkning 1 storlek skattas vara

associerad med b; enheter hogre hyt:a

Hyra (kr/manad)

b
by !
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Lagenhetsstorlek (kvm)
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Tolkning - satt in varden och enheter

b, - intercept - en lagenhet pa 0 kvm skattas ha en hyra a 721 kronor/manad

by - lutningskoefficient - en enhets 6kning 1 storlek, dvs. en kning med 1 kvm,

skattas vara associerad med 60,5 kr/manad hiogre hyra

Hyra (kr/manad)

b, Vira skattningar:
b()
$ Coefficients:
T T Estimate
0 1 2 (Intercept)| 720.923
yta 60.533

Lagenhetsstorlek (kvm)
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Enkel linjar regression — R2

e R2 (eller R?, R-kvadrat) (R-squared), anvinds som ett matt pa hur
mycket en regressionsmodell foérklarar av variationen i
responsvariabeln.

@ Om vi inte hade ndgon modell och inga férklaringsvariabler och nagon
bad oss att skatta y skulle vir basta skattning vara y (medelvardet)

@ Nu har vi istéllet en forklaringsvariabel och en modell som férklarar en
del av variationen i y mha x

@ R2 &r ett matt pa hur stor del av variationen i y som férklaras
@ R2 kommer alltid att vara ett varde mellan 0 och 1

e Bilden: Vér modell (rod linje) forklarar en stor del av variationen iy
-
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Skatta y med medelvarde vs. skatta y med modell

Hyra och storlek for 21 lagenheter i Uppsala,
medelhyra (bla), samt regressionslinje (réd)
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R2:s betydelse

For enkel linjar regression galler att R? = r?, dar r ar
korrelationskoefficienten mellan X och Y. (F7, s. 12))

o Det gar inte att siga generellt vad som &r ett "bra” virde pad R?
@ Inom naturvetenskaper kan R? ofta vara nira 1

Inom samhallsvetenskaper dr R? ofta under 0.5, eftersom manga
faktorer paverkar och modeller sillan fangar alla faktorer



Residualer (residuals)

@ Residualen for varje observation ar y-vardet minus det skattade
y-vardet, e=y — y

@ Residualen kan tolkas som avstandet i y-led fran regressionslinjen
(negativ om observationen ligger under linjen)

@ Residualerna ar i medel noll

@ Vi analyserar residualerna bland annat for att avgéra om vi har
skattat en lamplig modell

@ Om véra data exv. inte har ett linjart ménster, kommer vi se detta i
residualanalysen, i residualplottar

@ Se boken kap. 7, exv. dataset 2, sid. 111

o

@ Mer residualanalys i andra statistikkurser, viktiga antaganden, etc; ‘tf»
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Residualer, exempel, Uppsala

Hyra och storlek for ndgra ldgenheter 1 Uppsala
(for nagra ar sedan...)
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Residualplottar, exempel, boken

EXAMPLE

One purpose of residual plots is to identify characteristics or patterns still apparent in data
after fitting a model. The figure below shows three scatterplots with linear models in the first
row and residual plots in the second row. Can you identify any patterns in the residuals?

Dataset 1 Dataset 2 Dataset 3




Prediktion (lite mer om begreppet)

o Att prediktera (predict) ar att gbra en uppskattning av ett varde nar
vi inte kan goéra en direkt observation.

@ Substantivformen av ordet ar prediktion. Exempel: “Syftet med var
modell ar att gbra en prediktion av bensinférbrukningen.”

@ Vi kan ocks3 anvinda orden estimera eller skatta (estimate) med
ungefar samma betydelse som prediktera. Exempel: “Vi
estimerar/skattar bensinférbrukningen till 1.7 liter per mil."

@ Substantivformerna ar estimat och skattning. Exempel: “Vart
estimat/Var skattning &r att bilen forbrukar 1.7 liter per mil."



Prediktion, exempel

@ Vi har skattat sambandet mellan lagenhetsstorlek och hyresniva i
Uppsala

@ For en viss lagenhetsstorlek x (i kvm) kan vi skatta hyresnivan (i
kr/manad) med féljande modell:

@ y = by+ bix =720.923 + 60.533x

@ y(x =50) = by + by x 50 = 720.923 + 60.533 x 50 = 3747,573
@ En lagenhet pa 50 kvm skattas ha en hyra p& 3748 kr/ménad

e y(x =100) = by + by x 100 = 720.923 + 60.533 x 100 = 6774, 223
@ En lagenhet pa 100 kvm skattas ha en hyra p3 6774 kr/manad

@ Glom inte enheter! %”wj%‘?%
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Inferens

= P3 F4 och F7 ség vi exempel pa hur lutningskoefficienten for
sambandet mellan Y och X kan variera (olika urval frdn samma
population)

= Vi kunde inte ta fram hela samplingférdelningen pa
lutningskoefficienter men vi drog 10000 slumpurval och fick fram en
fordelning av lutningskoefficienter (se nasta bild)

= Mer generellt: Vilka slutsatser, avseende populationen, kan vi dra frén
ett visst urval, exempelvis fran var Uppsalastudie?

— Ar lutningskoefficienten skild fran noll? (mao, finns ett samband?)

— Hur stor &r lutningskoefficienten? (ta fram ett konfidensintervall) Ex:
Vilken "effekt” har ldgenhetsstorlek pa hyresniva i Uppsala?

= Vi repeterar lite material fran forelasningarna 4 och 6 5«;%%
W L
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R-exempel fran F4, F7

En hypotetisk population av individer, med ldngd och kalorintag
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R-exempel fran F4, F7

antal urval

600 1000 1400

0 200

Fdrdelning av lutningskoefficienter, 10000 slumpurval a 100 individer

lutning (kcal/cm)



Inferens - hypotestest

= Vi ar typiskt intresserade av om det finns ett samband eller inte,

mellan tva variabler (dvs. lutningskoefficienten):
— Hy : 81 =0 (Det finns inget samband)

— Ha : f1 # 0 (Det finns ett samband)
Vi behover ta fram en "Z-score” for vart lutningsestimat, dvs ta fram

vart estimat pa "standardnormalform” (F4, s.26; F6, s.22)
Z-score vid hypotestest
Vid hypotesprévning berdknas Z-score for en punktskattning som

_ punktskattning — nollvirde

a SE
dar SE (standard error) ar motsvarigheten till standardavvikelsen for
punktskattningen, och nollvdardet kommer fran pastaendet i nollhypotesen.

2 . . & “«r}o

= Med vara hypoteser: Nollviardet = 0, och punktskattning och ;w%‘?g
standardfel (SE) fas fran regressionsoutput! e
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Inferens - hypotestest

Im(formula = hyra ~ yta, data = Uppsaladata)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-693.28 -450.36 -70.95 364.44 1092.24
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 720.923 370.244 1.947 0.0665
yta | 60.533 5.713 |10.595 2.06e-09 ***
Signif. codes: 0 ‘*%*' 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 .’ 0.1 * ' 1

Residual standard error:
Multiple R-squared: 0.8553
F-statistic: 112.3 on 1 and 19 DF,

60 533

e Vifar Z =

525.5 on 19 degrees of freedom
Adjusted R-squared:
p-value:

0.8476
2.057e-09

~ 10.59566 - vi har ocksad detta varde i var output
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Inferens - hypotestest

Im(formula = hyra ~ yta, data = Uppsaladata)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-693.28 -450.36 -70.95 364.44 1092.24

Coefficients:
Estimate std. Error Pr'(>|t\)
(Intercept) 720.923 370.244 1.947 0.0665
yta 60.533 5.713 §10.595]2.06e-09 ***

signif. codes: 0 ****’ 0,001 ‘**’ Q.01 ‘*’ 0.05 *.” 0.1 ' * 1

Residual standard error: 525.5 on 19 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8553 Adjusted R-squared: 0.8476
F-statistic: 112.3 on 1 and 19 DF, p-value: 2.057e-09

o Vifar Z = 80533 ~ 10.59566 - vi har ocks3 detta varde i var output

5.713
e Nastan...., vi har t-value, inte Z-value... 5«;:‘%;@
Zurles
7%/7*6*@
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Inferens - t-fordelningen (kursivt / 6verkurs)

Det faktum att vi inte vet standardavvikelsen i samplingférdelningen
av regressionskoefficienter utan maste skatta denna - SE i
regressionstabellen - gor att vi ska anvanda en t-férdelning istallet for
en normalfoérdelning

For tillrackligt stora urvalsstorlekar ar t-fordelningen mycket lik
normalférdelningen, men lite "bredare i svansarna” - hogre krav for
att forkasta nollhypotesen

Mest korrekt att skriva t-value istallet for Z-value
‘e __60.533 .

Vi far t-value= s N 10.59566

Las (kursivt) 19.2.3-19.2.5 i boken

For vart Uppsalaexempel anvander vi normalférdelningen (&dven om
n=21 ar ett gransfall) w:%é
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Inferens - hypotestest

Bild fran F4, F6 - normalférdelning, standardnormal form

Z-score

@ Om vi hade haft ett t-varde mellan -2 och 2 hade vi inte kunnat
férkasta nollhypotesen, med 95% sakerhet

@ Men vi har ett t-varde 6ver 10 - vi kan med hog sikerhet forkasta
nollhypotesen

@ p-vardet i output (som ar otroligt lagt) - sannolikheten att obser\&{%g

den lutningskoefficient vi goér, om nollhypotesen hade varit sann
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Konfidensintervall for regressionskoefficient

@ Liknar forfarandet pa forelasning 6, s. 9, se ocksd boken 24.5:

Confidence intervals for model coefficients (e.g., the intercept or the slope) can be

computed using the t-distribution:
b & thx SE,

where tyy is the appropriate #* cutoff corresponding to the confidence level with the

model’s degrees of freedom, df = n— 2.

@ Vi kommer ta fram ett konfidensintervall pd labb 4, for en
lutningskoefficient

@ De virden vi behéver ar punktestimatet (b;) och dess standardfel,
bada finns i regressionstabellen
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o For ett 95% konfidensintervall anvander vi t-vardet 2 i formeln o
*s"*
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